Academia Agora - Cuenca

Examen funciones, limites y derivadas - 1 bachillerato
Bloque 1: calculo de Limites
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Bloque 2: continuidad y derivabilidad

Dada la siguiente funcion a trozos:

f(z) = ar?+br+1 siz<l1
In(x) + 2 siz>1

Calcula los valores de los parametros a y b para que la funcién sea continua y derivable en
todo su dominio.

Bloque 3: estudio de funciones

Dada la siguiente funcion, realiza su estudio analitico completo detallando los siguientes
apartados y realiza un esbozo de su representacién grafica:

e Dominio y Recorrido.
e Asintotas.
e Monotonia y extremos relativos.

e Curvatura y puntos de inflexion.
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Bloque 4: calculo de derivadas

Calcula la funcién derivada de las siguientes funciones:

1. f(z) = (32* — bz + 2)*

2 f(z) = Va? -2z

3. flz) ="

f(z) = In(423 + 2z)

N

5. f(z) = sin®(2z)
 f(a) = cos(z” + 3)

;. f(z) = tan(e?)
_f(:c)zln(‘”“)

r—1

»

Bloque 5: problemas de optimizacion

1. Un agricultor dispone de 120 metros de valla metalica para cercar un terreno rectangular
adyacente a un muro de piedra, de modo que el muro sirva como uno de los lados del
recinto. Halla las dimensiones del rectangulo para que el area encerrada sea maxima.

2. Se desea fabricar una lata de conserva cilindrica (con tapa) que tenga un volumen exacto

de 500 cm? . Determina las dimensiones que minimizan la cantidad de metal necesaria
para su fabricacion.
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Resolucion del examen

Resolucion Bloque 1: Limites

o0

Indeterminacion o0

1. Grados iguales en numerador y denominador. Dividimos coeficientes principales:
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lim - —
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2. Grado efectivo del numeradores 1 (V r? = ) e igual al del denominador:

. Vaz2 +3x—1 4 2
1m —
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3. El grado del denominador es mayor que el del numerador: -+ 5x3 + 2

4. El grado del numerador es mayor que el del denominador:
. zt — 2z

lim =400

z—oo 2 + 3z + 1 _

0
0

Indeterminacion

1. Factorizamos por Ruffini/identidades notables:
(x —2)(z +2) r+2 4

1. = 1. —_—_ = 4
e (z_2)(z 1) enz-1 1
*(z—-2) . z(xz-2) 0
—— =lm——=—==0
2. Sacamos factor coman z: *~0 Z(z +5) z—0 T+ 93 5

3. Multiplicamos por el conjugado del numerador:

o Wr-1)(Wz+1) r—1 , 1
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4. Multiplicamos por el conjugado del denominador:

i (x2—9)(\/m—|—1—|—2)71, (z—3)(z+3)(vVz+1 +2)
zliré ($+1)—4 _zlﬁ3 r—3

Indeterminacion 0 — o0

1. Multiplicamos y dividimos por el conjugado:

(Vz? + 5z —z)(Vx? + bz + x) z? + 5z — x? , 5z

lim = lim = lim

200 Va2 +bx +x TH0 g2+ hp 4 ST T

2. Efectuamos la resta de fracciones:

(@4 D(e+) - (@ -1)(z-1)
lim = lim = lim
T—00 (;)3 — 1)(£B + ]_) T—00 x2 -1 z00 2 —1

3. Multiplicamos y dividimos por el conjugado:

. (2?2 —3) — (z? + 2z) , —2z — 3 —2

lim = lim — -1
T—00 \/$2—3—|—\/282—|—2$ =500 /2 1 \/ g2 1+1

4. Efectuamos la operacion encontrando el minimo coman mdltiplo £ — 1.

. (z+2)—4 x— 2 . 1 1
lim = lim = lim S
z—2 2 —4 z—2 (x—2)(:13—|—2) z—2 T + 2 4

Indeterminacién 1°°

1. Aplicamos la férmula elimz-(f(z)-1),

elimwﬁoo 2x- “*3 1) hrnzqoo 2z-( limg oo —E- 4

z+1) —_—= e

z+1 — e X
: . . 2
g lme B D) limea® () _ Jlme g _ 62 _ g3
3 elimamo 2-(143z—1) _  limgo 23z _ limy 06 _ 6
Qim0 -5)- (3255 1) _ Jlimyao(2-5)-(5d) _ limem s _ o1 _ 1
4. e .

Resolucion Bloque 2: Continuidad y Derivabilidad

1. Continuidaden ¢ = 1:

(P +z2+z+1)— (23 -2 -z +1) 22 4 2z

im(z +3) (Ve +1+2)=6-4=24

=2
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lir? f)=a(1)>+b(1)+1=a+b+1
Tx— 1"

lim f(zr) =In(1)+2=0+2=2

z—1*
Para que sea continua: @ + b+ 1 =2 = a + b =1 (Ecuacion 1)
2. Derivabilidaden € = 1:
Calculamos la derivada de los trozos laterales para € # 1.
2ax +b six <1

fl(x):{l siz>1

T

Derivadas lateralesen € = 1:

F(17)=2a(1) +b=2a+b

=1 =1

Para que sea derivable: 2a + b=1 (Ecuacion 2)
3. Sistema de ecuaciones:

Restando la Ecuacién 1 a la Ecuacion 2: (2 +b) —(a+b)=1-1 = a=0
Sustituyendo @ = 0 enlaEcuacion1: 0+b =1 — b=1.
Solucion: El valor de los parametros debe ser a =0y b =1,

Resolucion Bloque 3: Estudio Completo de una

Funcién

Funcién: r—1

e Dominio: El denominador se anulaen € = 1. Dom(f) = R\{1}

2
x
e Recorrido: Evaluando la ecuacioén x—1 . Para
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https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=%5Clim_%7Bx%20%5Cto%201%5E-%7D%20f(x)%20%3D%20a(1)%5E2%20%2B%20b(1)%20%2B%201%20%3D%20a%20%2B%20b%20%2B%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=%5Clim_%7Bx%20%5Cto%201%5E%2B%7D%20f(x)%20%3D%20%5Cln(1)%20%2B%202%20%3D%200%20%2B%202%20%3D%202#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=a%20%2B%20b%20%2B%201%20%3D%202%20%5Cimplies%20a%20%2B%20b%20%3D%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=x%20%3D%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=x%20%5Cneq%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3D%20%5Cbegin%7Bcases%7D%202ax%20%2B%20b%20%26%20%5Ctext%7Bsi%20%7D%20x%20%3C%201%20%5C%5C%20%5Cfrac%7B1%7D%7Bx%7D%20%26%20%5Ctext%7Bsi%20%7D%20x%20%3E%201%20%5Cend%7Bcases%7D#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=x%20%3D%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(1%5E-)%20%3D%202a(1)%20%2B%20b%20%3D%202a%20%2B%20b#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(1%5E%2B)%20%3D%20%5Cfrac%7B1%7D%7B1%7D%20%3D%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=2a%20%2B%20b%20%3D%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=(2a%20%2B%20b)%20-%20(a%20%2B%20b)%20%3D%201%20-%201%20%5Cimplies%20a%20%3D%200#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=a%20%3D%200#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=0%20%2B%20b%20%3D%201%20%5Cimplies%20b%20%3D%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=a%20%3D%200#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=b%20%3D%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f(x)%20%3D%20%5Cfrac%7Bx%5E2%7D%7Bx%20-%201%7D#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=x%20%3D%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=%5Ctext%7BDom%7D(f)%20%3D%20%5Cmathbb%7BR%7D%20%5Csetminus%5C%5C%20%5C%7B1%5C%7D#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=y%20%3D%20%5Cfrac%7Bx%5E2%7D%7Bx-1%7D%20%5Cimplies%20x%5E2%20-%20yx%20%2B%20y%20%3D%200#0
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tener soluciones reales, el discriminante

A=y>—4dy>0 = y¢€ (—00,0] U [4,+00)

Im(f) = (—00,0] U [4, +00)

lim f(z) = —o0

e Asintotas Verticales: En « = 1. Limites laterales: z—1-

z—1t

lim f(z) = +o0

332

lim = 00
e Asintotas Horizontales: z—o & — 1 . No tiene.

e Asintotas Oblicuas (¥ = M + M)

. flz) 2
m = lim = lim
o0 I o0 2 —

nzlim(f(m)—m;c)zlim( m21—w):1im T -1

T—00 T—00

Asintota oblicuaen ¥ = T + 1

e Monotonia y Extremos:

g 2x(x—1)—2°(1) 2?-2z z(z—2)
fe) ==y “ G- @oip

Puntos criticos: f () =0 = =0,z =2

- Creciente en (—00,0) U (2,+00) gonge f'(z) >0
- Decreciente en (0, 1) U (17 2) donde f,(x) < 0.

~ Maximo relativo en (050).

- Minimo relativo en (27 4) .

e Curvatura y Puntos de Inflexién:


https://www.agoraacademy.es/
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=%5CDelta%20%3D%20y%5E2%20-%204y%20%5Cge%200%20%5Cimplies%20y%20%5Cin%20(-%5Cinfty%2C%200%5D%5C%5C%20%5Ccup%20%5B4%2C%20%2B%5Cinfty)#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=%5Ctext%7BIm%7D(f)%20%3D%20(-%5Cinfty%2C%200%5D%20%5Ccup%20%5B4%2C%20%2B%5Cinfty)#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=x%20%3D%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=%5Clim_%7Bx%20%5Cto%201%5E-%7D%20f(x)%20%3D%20-%5Cinfty#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=%5Clim_%7Bx%20%5Cto%201%5E%2B%7D%20f(x)%20%3D%20%2B%5Cinfty#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=%5Clim_%7Bx%20%5Cto%20%5Cinfty%7D%20%5Cfrac%7Bx%5E2%7D%7Bx-1%7D%20%3D%20%5Cinfty#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=y%20%3D%20mx%20%2B%20n#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=m%20%3D%20%5Clim_%7Bx%20%5Cto%20%5Cinfty%7D%20%5Cfrac%7Bf(x)%7D%7Bx%7D%20%3D%20%5Clim_%7Bx%20%5Cto%20%5Cinfty%7D%20%5Cfrac%7Bx%5E2%7D%7Bx%5E2-x%7D%20%3D%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=n%20%3D%20%5Clim_%7Bx%20%5Cto%20%5Cinfty%7D%20(f(x)%20-%20mx)%20%3D%20%5Clim_%7Bx%20%5Cto%20%5Cinfty%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Bx%5E2%7D%7Bx-1%7D%20-%20x%5Cright)%20%3D%20%5Clim_%7Bx%5C%5C%20%5Cto%20%5Cinfty%7D%20%5Cfrac%7Bx%7D%7Bx-1%7D%20%3D%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=y%20%3D%20x%20%2B%201#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3D%20%5Cfrac%7B2x(x-1)%20-%20x%5E2(1)%7D%7B(x-1)%5E2%7D%20%3D%20%5Cfrac%7Bx%5E2%20-%202x%7D%7B(x-1)%5E2%7D%20%3D%20%5Cfrac%7Bx(x-2)%7D%7B(x-1)%5E2%7D#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3D%200%20%5Cimplies%20x%20%3D%200%2C%20x%20%3D%202#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=(-%5Cinfty%2C%200)%20%5Ccup%20(2%2C%20%2B%5Cinfty)#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3E%200#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=(0%2C%201)%20%5Ccup%20(1%2C%202)#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3C%200#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=(0%2C%200)#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=(2%2C%204)#0
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2z — 2)(z — 1)* — (z®> — 2z) - 2(z — 1) 2

filw) = (x —1)* - (x —1)3

Como el numerador nunca es cero, no existen puntos de inflexion.
n
- Convexa (U)si > 1 pues fi(z) >0,

-Céncava (N)si £ < 1 pues f"(a:) <0
Resolucion Bloque 4: Derivadas
1. () = 4(32% — 5z +2)% - (6 — 5)

1 3x2 —2
. (3z2-2)= 0T T4
2V x3 — 2z 2V 3 — 2z

3 f'(z) =™ " (102 — 1)

f'(x) =

622 + 1

(1222 +2) = ————
( ) 2x3 + x

, _ 1
AR e e
5 f'(x) = 3sin?(2z) - cos(2z) - 2 = 6 sin?(2x) cos(2x)
6 f'(z) = —sin(z? + 3) - 22 = —2zsin(z? + 3)

/ 1 T T T
7.f(zc):m-e = e”sec’(e”)

8. Simplificamos usando propiedades de logaritmos antes de derivar:

f(r)=In(z+1)—In(z — 1)

1 1 (z-1)—(z+1) —2

/
€Tr) = — = =
(@) z+1 z-1 (z+1)(z—1) z?2 —1
Resolucion Bloque 5: Optimizacion

1. Dimensiones del terreno rectangular:

Sea x el lado perpendicular al muro e ¥ el lado paralelo al muro. La longitud de la

vallaes 2 +y =120 — y =120 — 2z
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https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=x%20%3C%201#0
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https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3D%204(3x%5E2%20-%205x%20%2B%202)%5E3%20%5Ccdot%20(6x%20-%205)#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3D%20%5Cfrac%7B1%7D%7B2%5Csqrt%7Bx%5E3%20-%202x%7D%7D%20%5Ccdot%20(3x%5E2%20-%202)%20%3D%20%5Cfrac%7B3x%5E2%20-%202%7D%7B2%5Csqrt%7Bx%5E3%20-%202x%7D%7D#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3D%20e%5E%7B5x%5E2%20-%20x%7D%20%5Ccdot%20(10x%20-%201)#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3D%20%5Cfrac%7B1%7D%7B4x%5E3%20%2B%202x%7D%20%5Ccdot%20(12x%5E2%20%2B%202)%20%3D%20%5Cfrac%7B6x%5E2%20%2B%201%7D%7B2x%5E3%20%2B%20x%7D#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3D%203%5Csin%5E2(2x)%20%5Ccdot%20%5Ccos(2x)%20%5Ccdot%202%20%3D%206%5Csin%5E2(2x)%5Ccos(2x)#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3D%20-%5Csin(x%5E2%20%2B%203)%20%5Ccdot%202x%20%3D%20-2x%5Csin(x%5E2%20%2B%203)#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3D%20%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Ccos%5E2(e%5Ex)%7D%20%5Ccdot%20e%5Ex%20%3D%20e%5Ex%5Csec%5E2(e%5Ex)#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f(x)%20%3D%20%5Cln(x%2B1)%20-%5C%5C%20%5Cln(x-1)#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=f'(x)%20%3D%20%5Cfrac%7B1%7D%7Bx%2B1%7D%20-%20%5Cfrac%7B1%7D%7Bx-1%7D%20%3D%20%5Cfrac%7B(x-1)%20-%20(x%2B1)%7D%7B(x%2B1)(x-1)%7D%20%3D%20%5Cfrac%7B-2%7D%7Bx%5E2%20-%201%7D#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=x#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=y#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=2x%20%2B%20y%20%3D%20120%20%5Cimplies%20y%20%3D%20120%20-%202x#0
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La funcién a maximizar es el area: A(:z:) =T-Yy= 37(120 - 25’5) = 120z — 2z° .

Derivamos e igualamos a cero:

Al(z) =120 -4z =0 = 4z =120 —> z =30\ m

"
Comprobamos con la segunda derivada: A (37) =—-4<0 (es un maximo).

Calculamos el otro lado: ¥ = 120 — 2(30) = 60 m
Solucién: Las dimensiones del rectangulo deben ser 30 metros para los dos lados
perpendiculares al muro y 60 metros para el lado paralelo al mismo.

2. Dimensiones optimas del cilindro:

500
V=nr’h=500 = h=—

El volumen del cilindro es mr? .

Queremos minimizar la superficie total:

500 1000
A(r) = 2nr? + 27rh = 27r® + 277 (—2 ) = 27r? +
r T
1000
A'(r) = 4mr — 5
Derivamos la funcién del area con respecto al radio: T
Igualamos a cero para buscar el punto critico:
1000 1000 250 250
47rr = > — 7’ = = — r=4] — ~4.30 cm
r 4 T T _
Calculamos la altura correspondiente:
500 500 250
h=— = =24/ — =2r ~ 8.60 cm
wr T - (@)2/3 T
™ .
2000
A'(r) =dr+ —— >0
La segunda derivada T , garantizando que es un minimo

absoluto.
Solucién: El radio de la base debe medir aproximadamente 4.30 cm vy la altura debe

ser exactamente el doble del radio, aproximadamente 8.60 cm .
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https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=A(x)%20%3D%20x%20%5Ccdot%20y%20%3D%20x(120%20-%202x)%20%3D%20120x%20-%202x%5E2#0
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https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=A''(x)%20%3D%20-4%20%3C%200#0
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https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=A'(r)%20%3D%204%5Cpi%20r%20-%20%5Cfrac%7B1000%7D%7Br%5E2%7D#0
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https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=h%20%3D%20%5Cfrac%7B500%7D%7B%5Cpi%20r%5E2%7D%20%3D%20%5Cfrac%7B500%7D%7B%5Cpi%20%5Ccdot%5C%5C%20(%5Cfrac%7B250%7D%7B%5Cpi%7D)%5E%7B2%2F3%7D%7D%20%3D%202%5Csqrt%5B3%5D%7B%5Cfrac%7B250%7D%7B%5Cpi%7D%7D%20%3D%202r%20%5Capprox%208.60%5Ctext%7B%20cm%7D#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=A''(r)%20%3D%204%5Cpi%20%2B%20%5Cfrac%7B2000%7D%7Br%5E3%7D%20%3E%200#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=4.30%5Ctext%7B%20cm%7D#0
https://saxarona.github.io/mathjax-viewer/?input=8.60%5Ctext%7B%20cm%7D#0
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